VI Singularités en theorie
des coques minces

e Rappels sur le modele de coque de Koiter
e Etude théorique des singularités

e Simulations numériques avec des techniques
de maillages adaptatifs

e Exemple de coques paraboliques inhibées
e Coques elliptiques bien-inhibées et sensitives



Introduction

e Theorie des cogues : apparition de couches limites
lorsque I” épaisseur relative ¢ tend vers 0.

contenant des déplacements de plus en plus amples et
tendant a étre singuliers (singularités dans la direction
perpendiculaire a la couche)

de plus en plus fines

— besoin d’ un maillage fin dans ces zones, mais
uniguement dans la direction perpendiculaire a la
couche :

maillage adaptatif
maillage anisotrope



Theorie des surfaces

b2 )ee— wly',y?)= ' (0w (b )es
e Vecteurs de la base covariante en (y',y?)
. . a4, Ana,

Zia = l/j,a a;

e Tenseur meétrique :

Hal A azH

A, =d,.dg
e [enseur de courbure :
b3 =—a"- N g=N-a"



Base contravariante : (a%,aP,a;) telle que

Dérivée d’ un vecteur tangent :
a,,=llza, +ba;

Dérivée covariante d’ un vecteur :
D,v. =0d,v, "‘ré v,

Dérivée covariante d’ un tenseur :

D,T" =9, 7" + T/ T" + T T"




Classification des surfaces

e Surface elliptique

e

&

- tous les points sont elliptiques
- les courbures principales sont de méme signe
- pas de directions asymptotiques




Classification des surfaces

e Surface hyperbolique

Directions asymptotiques.

- tous les points sont hyperboliques
- courbures principales de de signe opposé
- 2 directions asymptotiques distinctes




Classification des surfaces

e Surface parabolique

- tous les points sont paraboliques
- une des courbures principales est nulle
- une direction asymptotique (double)




Le probleme mécanique
f

e [ forces surfaciques

e £ eépaisseur relative
e S surface moyenne

[g = x ]*j}{

e Formulation variationnelle du modeéele de coque de Koiter pour
une coque d ’ épaisseur ¢ :

(1, 0) 4+ 2ag(u,v) = b(v)
avec

BA AN N , .
(1, ) f A () vas(v)dS  énergie de membrane

1

> Aaﬁ)‘“p () pas(v)dS énergie de flexion
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Déplacements inextensionnels

e Espace des déplacements inextensionnels G :

G={veV;a,(v,v)=0}={ve V; v45(v) =0}

Ul

Caracterise la rigidité de la coque

e G dépend de la nature de la surface moyenne (elliptique,
parabolique ou hyperbolique) et des C.L

- N

Si G={0} la coque Si G # {0} la coque
est inhibée est non inhibée



Coques elliptiques inhibées

S est inhibée

Domaine inhibé

encastré



Le probleme limite
Modele de Koiter

’LL1,U2,’LL3 EHl x H' x H?

/N

Modéle de membrane si G={0} Modele de flexion pure

Trouver v° € V;,, tel que si G # {0}
am (u®,v) = b(v) Yv € V,,
uz € L*(w)
Perte de regularité de u; et apparition Non étudie

de couches limites



Les difféerentes couches

e Couches limites sur le bord de S

e Couches internes lorsque le chargement est singulier :
le long des courbes ou le chargement est singulier

le long des courbes caractéristiques (=courbes
asymptotiques de S) tangentes a une courbe ou le
chargement est singulier

e Dans ces couches, les déeplacements sont singuliers

e Propagation le long des caracteristiques
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(X X
oo00
o0
O
Epaisseur des couches limites
p . Non Characteristic
FOPELHIES Characteristic hyperbolic parabolic
layer thickness O(e'/?) O(e'/3) O/
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Etude des singularités des
déplacements

e Réduction du systeme de membrane a un systéme d’ EDP
pour us

e Basé sur |’ analyse micro-locale des singularités :
Les coefficients geomeétriques sont fixés au point etudié
Seules les dérivées d’ ordre supérieur sont considérées

e Le systéeme de membrane s’ écrit Au = f
( —AYNG0,  —AWR9,0, A0,

avecC = —A26718587 —A2B728567 A257557(58@

\ _Alﬁvébw@ﬁ _Aw%bwaﬂ Aaﬂv%aﬁbw )
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Etude des singularités des
déplacements

e (Généralisation de la regle de Cramer pour les systemes
algébriques :

Det(Ayuz = AG ' + AGf* + AG f°
e Pour un effort normal (f' = f*=0) on obtient :

E [bzg@% —+ bnﬁg — 2[71281(92} ) Uz = @2 [a”@lz + CLZZQS + 2&128182] @) fg

SN

Composantes covariantes
du tenseur de courbure

a=det(a,)

e EXxpression similaire obtenue pour u, et u,
15



Ordres des singularités : principaux
resultats

Si la singularité du chargement est le long d’ une ligne non
caracteristique :

u; a la méme singularité que f*
il Ny a pas de propagation

Si la singularité du chargement est le long d’ une ligne
caracteristique :

u; est de 4 ordre plus singulier que /7 si le point est parabolique
= u; est de 2 ordre plus singulier que £~ si le point est hyperbolique
il y a propagation de la singularité

Des résultats similaires sont obtenus pour u, et u, (avec des ordres
différents)
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000
000
:.
] ] ) 4
Ordres des singularites
Properties Non Characteristic
Characteristic hyperbolic parabolic

singularity order of us +0 +2 +4

singularity of the

tangential displacements -1 (or less) +1 (or less) +3 (or less)

propagation no yes yes
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Etude des singularités pour une
coque parabolique

e Exemple du demi-cylindre

2 2

y U2 )=| Reos2=, ", Rsin2—
w('.0?) ' Rsin

i

N

e >

Données :

= L=100 mm, | =257 mm, R=25 mm
« E=210 000 Mpa, v=0.3

- =10 € MPa
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Exemple du demi-cylindre
Proprietes geometriques

2 2

Y

0 - sin(f) - cos(f)
e Baselocale: a4 ={1| 4= o a,=| 0
0 cos(y—z) —sin(y—z)
R R

1 0
e T[enseur métrique : a=[ ]

e [enseur de courbure: »-=
0

1
R

— caracteristiques : y?*=constante
19



e Symboles de Christoffel : T, =0
D, =0,u,

d ou
D,T" =9,T"

e Loide comportement: I% =A""y,,

avec Aa/a’/ly _ E aa/’La/J’u +aaya/)’/1 n 2v aa/)’a/w
ﬂ1+vi l-v
Soit matriciellement :
1 1% 0
7 l-v 1-v v
7 | _ E v 1 0 y
Ll 1+v|l-v 1-v >
T 1 40
0 0 —
2

|
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Exemple du demi-cylindre

e Systeme membranaire :

’_81T11 _ 62T12 — fl

-0,T* -0,T" = f, dans w

J\\

_b22T22 =f3

e Loi de comportement: T =47y,

Vi =0,
e Déformations membranaires

J\\

V2 = 0,u, —b,u,

1
Vi2 = E(azul +0,u,)

21



000
. ” 000
Chargement appliqué oo
e Effort normal appliqué : f=f7e;
Le chargement est
., ) l 2 . a 2 12 ::> g
s_|Fbsi y o 4y -] = : - - -
avec [-= \ 2) ( 2) 16 discontinu (singulier)
0 sinon
e Conditions aux limites: =) La coque est inhibée
Encastrement sur OA et CD
Libre ailleurs
js , Suivant la théorie :
N = % """"""" * les deplacements sont singuliers
] Hﬁﬁg% * il y a propagations des singularités le
ﬁ%m ------------------- long des lignes caractéristiques

22



Chargement

1.'-\

e Expression de f3 au voisinage de y2=0,25|
3 / 2 [ 2 1 2 1
f zZ\/E(y —Z) H(y —i) é(y —a)=K (I)(y )‘P(y)

avec K =2

23



Etude des déplacements sur la ligne y?=0.251
(-9, T"' -9,T" =0
-3,T% -90,T"7 =0
22 3
_bzzT = f N T2 =722(y1)<I)(y2)
avec Jvec q)(y2)= (y2 _ﬁ)qu(
r2(y') = _ié(yl —a)

24



Etude des déplacements sur la ligne y?=0.251

(-0, T" -9,T? =0
J o129 T2 =0 1 =22y ) (2 o
b= 2 =2 Joly?)
avec vec o(y7)= 7 _5)“}(
() =o' ~a)

811'12()/1)= —1'22()/1)
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Etude des déplacements sur la ligne y?=0.251| ¢¢
r_alTll _ 82T12 -0 — 7! =‘L’ll(yl )(I)(z)(yz)+...
< —82T22 _ alle 0 — 712 =r12(y1)d>(1)(y2)+...
_b22T22 = f3 N T2 =7:22(y1)<I)(y2)
avec avec (I)(yz)= 3?2 1 1/21_[ % 1
,L,zz(yl)=_bi§(y1_a) ( 4) ( 4
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Etude des deplacements sur la ligne y<=0.251

e Contrainte membranaire la plus singuliere

7 =r”(y1)<I)(2)(y2)+...

e Loi de comportement (inverse)

— Au
}/a[a’ _ Ba/)’/’wT
e Déformations membranaires

Vop Jonction de u

27



Résumeé des résultats

e Effortimposeé en (yz—z

1

0 L

e Ordre des singularités des déplacements

\/T (de 2 ordres plus élevé que f,)
Ju, en d—3 \/71
2 3
dl) | 4
u, en _d \/71
3 4
g d(yz) 4

e Propagation des singularités le long de la caractéristique
y?=0,25l

u, en

(de 3 ordres plus élevé que f)

MN

(de 4 ordres plus élevé que f)

4>|~
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Calculs numeériques

e Calculs numériques effectués avec 2 logiciels qui ont
éteé couples (these de C. De Souza, Paris VI, 2003)

adaptation de maillage

29



Modulef

e Logiciel elements finis
développé a |’ INRIA
version 99

e Element coque utilise :
DKTC (Discret Kirchhoff Theory)

— avantage : seule la carte est maillée (pas
d” approximation par facettes planes)

30



BAMG (version 0.68 )

(Bidimensional Anystrop Mesh Generator)

e Logiciel de maillage adaptatif
développé a |’ INRIA
fonctionne en 2D

e Principe de fonctionnement :

Calcul a partir d’ un maillage initial

BAMG génere ensuite, a partir des résultats
obtenus, un nouveau maillage raffiné dans les
zones et dans la direction ou la solution varie le
plus.

31



BAMG (version 0.68 )

(Bidimensional Anistrope Mesh Generator)

e Crée un nouveau maillage en utilisant une métrique modifiée

e La nouvelle métrique est calculée en utilisant le Hessien de la solution :

Co (Al 0
M(t) = - H]| avec 'H| =R R
0 [A]

A, et A\, sont les valeurs propres du Hessien de la solution et R indique les

directions correspondantes

——=> Le maillage est raffiné dans les régions ou les dérivées secondes
sont importantes

32



Reésultats numeériques

Evolution du maillage (£=107%)

ONTD
RN
SRR
FEDRRRS
REREPERRS
RN
NSRAIAK]

RN %44 NIV VaVNZAN\ANEN NN
i@'ﬁmm@é{‘ﬁ‘ymnr‘um Avmmwmm:gmﬂ%é}
PEAASRRESEA SSENARSINER
SR ANAAN AN S AN AR
N e s A
KRR PRIARKERKERRAAKIRSKPRIARED

Maillage initial (11275 DDL) Itération 2 (23226 DOF)

Itération 5 (66778 DOF) Itération 7 (66283 DOF)

=—> Rafinement du maillage le long des couches limites
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000
" L X X J
Domaine de chargement oo
et déformée 3D (£=10")
Domaine de chargement Déformée 3D
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N

Convergence de |’ adaptation (¢=10-°)

/\ Itération

| 0
v pour - A | ’

" V VoL :
04 - f

-0.6

e Convergence des résultats de la a partir de la 5¢™me tération
e Les singularités se propagent le long des geneératrices 35



Amplitudes de u - Dépendance par rapport
ac

e L amplitude des déplacements varie avec ¢
selon la singularité -
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Imite

Epaisseur de couche |
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Résultats numériques

Epaisseur de couche - Dépendance par rapport a

e Singularité sur une ligne caractéristique

y =0.2509x + 4.5166

R? = 0.9981

14

-12

-10

-8

-6

n fonction de ¢ (échelle logarithmique)

o 1 =O(c02509)

e Résultat classique n =0(e'4) (E. Sanchez-Palencia)
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Exemple d’ illustration

Rupture d’ un gazoduc a Ghislenghien (Belgium), juillet 2004

=) Propagation des singularités le long des génératrices

40



Cas Elliptique

Spécificites

e Pas de lignes asymptotiques

e Importance des conditions aux limites

Bien inhibé (encastré sur tout le bord)
pas de propagation des singularités
U, a le méme ordre de singularité que 3
épaisseur de couche limite de |’ ordre de g2
Existence possible de singularités logarithmiques

Mal inhibé (une partie du bord est libre)
probleme dit « sensitif »
pas de résultats théoriques généraux

problémes modéles : le nombre d’ oscillations sur le bord libre varie en
In(1/¢)
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Exemple du paraboloide
elliptique
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e Chargement f3=-10¢ appliqué dans le domaine de chargement

(domaine hachuré)

e Conditions aux limites :
= Encastré sur AB, BC et AD
42

= Libre ou encastré sur CD



Cas bien inhibé: le bord CD est encastre

<
ro

o]
9]

N
\
f
|

\

N
\
=

/3 () (pour y?=0) ; . -
4 m Visualisation sur la ligne y?=0
f3 ales mémes
L\ e singularités que u
comme predit la
u; (v') (pour y?=0 et e=10") théorie
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Singularite logarithmique

2e-005

0
-2e-005
-4e-005
-6e-005
-8e-005
-0.0001
-0.00012
-0.00014
-0.00016

COSEGOONN

)

AV
S o0

TR
(\

U3 sur ¥a du domaine

5.0E-05

onctuelle

0.0E+00

0.25

-5.0E-05

S -1.0E-04

-1.5E-04

-2.0E-04

-2.5E-04

Uz sur la ligne y’=)~

) Existence d’ une singularite logarithmique ponctuelle
e Sile domaine de chargement a un coin

e Siles courbures principales en ce point sont différentes
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Maillage anisotrope adapteé

»
»

Zoom du
maillage

Zoom du

maillage ..

i

[
»

Maillage isotrope aux

alentours du coin

Maillage anisotrope
dans la couche

Nécessité d” une
procédure adaptative
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as sensitif
le bord CD est libre
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S S ooo
Cas sensitif - T
R =) Oscillations exponentiellement
R=09086 | ) décroissantes vers |’ intérieur du
) domaine
e Comparaison avec le cas bien-inhibé
O.BM 02 04 06 08 . s 7
ST e Les singularités présentes dans le cas
\ bien inhibé sont toujours présentes
\ e Elles sont cachées par les instabilités
\ importantes qui apparaissent au

voisinage du bord libre

u; sur la ligne y?=0



Evolution des oscillations sur le bord libre

2E08

0.E+0

6.E05

Déplacement u; pour e=10

nombre de "bosses"

PN 2
™, 4
JAEY /
/& \’\\ zf \\
/ b ] A
/ \ / L
-08 A \\ 02 ’/ 04 08 S
Q\. /]4
kY

y=0.8607x - 0.8819|
R?=0.9349

6
In(1/g)

Nombre des oscillations vs In(1/e)

==> Le nombre des oscillations varie comme In(1/s)
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Energie de membrane et de flexion
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Conclusions

Théorie générale des singularitées en théorie des coques
Bonne concordance theéorie / simulation numérique

Simulations numériques réalisees avec MODULEF et
BANG couplés ensemble

Maillage anisotrope adapté

raffinement seulement autour au voisinage des couches et des
singularites
les déplacements approchent de fagon tres précise les singularités

preédites par la théorie avec seulement un tres petit nombre
d éléments
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