lll Rappel de géometrie
difféerentielle des surfaces

e Paramétrisation d’ une surface
e Dérivation d” un champ de vecteurs tangents

e Dérivation d” un champ de vecteur quelconque a support
sur une surface

e Gradient d’ un champ de vecteurs défini en tout point de
la coque - Application a la théorie des coques



Surface parametrée

f: UcR® — IR

UCIK

e f:plongement (immersion injective) de U dans R’
e  : surface paramétrée
e (U,f) ou simplement f: carte de w (carte globale)



Base naturelle de w

e Base naturelle du plan tangent 71,,w

(9 A
a1:g " f s N _GAa
u

e Application linéaire tangente

of
ox

R*> — Tw
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ox

dr +— dp= =-dv = Sdr avec S =][a1 az] base naturelle de w

e Métrique induite sur w et premiere forme fondamentale

(9p 8p —

ds® = dpdp = deGdr ==> G = =SS
oz Ox



Décomposition d’ un vecteur a
support sur o

NA

V V3 as
/ >
p ay

L
<
Vi

R® = T,w @ IRN I; =TI+ NN |projection sur le plan tangent

NN = N ® N projection sur la normale

, e 3 .
Décomposition d’ un vecteur de IR” & support sur la surface o

=> V=IV+NNV =V, +v3N



Dérivée covariante d’ un champ de
vecteurs tangents

Soit p — dp = Sdx et p— V; = SY deux champs de vecteurs tangents en p a w. La dérivée
dV; du champ de vecteurs V; suivant la direction dp n’est en général pas tangente a w.

On définit I” application linéaire tangente :
0V,

a_p pr — pr

éV A Désigne la connexion
dp +— 8—tdp : Riemannienne
P

Dans la base locale, la dérivée covariante est représentée par :

oY

a7 T F(Y)

Opérateur de Christoffel
Composantes Fgﬁ = symboles de Christoffel




Seconde forme fondamentale

La partie normale de la dérivée dV, est représentée dans la base
locale par la forme bilinéaire symétrique F :

seconde forme

NdV, = ddFY fondamentale de la
o surface w

Opérateur de courbure

ON
a—p pr — pr
ON Opérateur de
dp +— dN = 8—dp = —Cldp courbure
p
ON .
C = _0—p est un endomorphisme du plan tangent car dN € T,w

NN =1= NdN =0



Dérivée d’ un champ de vecteurs
tangents

Soient p+— dp et p+— V, deux champs de vecteurs tangents

{

» Derivee dV,du champs de vecteurs V,dans la direction dp

dV, = dV, + (dpCV;)N

» Application linéaire tangente associee :

ov, vV, _
PN
= + NV,.C



Dérivée d’ un champ de vecteurs
quelconque

p+— V =V, 4+ v3N champ de vecteurs quelconques a support sur o

— dV = d‘/; + dUgN + ’U3dN

» Application linéaire tangente associee :

oV
— T — 3
9 pW R
dp +— a—Vdp =dV
op
avecC X
oV oV, — Ovs
— = |— — v NV, + —



Opérateurs difféerentiels sur une
surface

On définit de fagon intrinséque le rotationnel et la divergence d’ un champ
de vecteurs tangents et d’ endomorphismes du plan tangent

==> Ensuite, formulaire de calcul intrinséque....

d’[,’lj(‘/t) — TT(?) d'l:’U(Ipr) = O
i . . oo
div(aV,) = adiv(Vy) + grad a 'V, div(alr,,) = B
. . oV,
TOt ) = divV div(AV;) = divA.V; + TT(Aﬁ—pt)
Rotation de n/2 autour de N
oo

ATTENTION a la définition géométrique des objets : grad a = 8_p




Equations de Gauss-Codazzi

O Equivalent des équations de compatibilité pour les surfaces

Deux champs de tenseurs symétriques définis positifs g et C
définis sur une surface w correspondent au tenseur métrique et a

I” opérateur de courbure s’ ils vérifient les équations de Gauss-Codazzil

L’ équation de Codazzi (la plus simple) s’ écrit

rot(C) =0

10



Forme d’ une surface
matéeérielle

Une surface matérielle est la donnée :

o d’une variété V de dimension 2 (a bord ) plongeable dans IR*. Ses points sont les points
matériels

o d’un ensemble C de plongements ® de V dans IR’

-1
Y=P2 © Ol

(V)]

V représente en quelque sorte la matérialité de 'objet et w = ®(V) sa position dans l’espace
physique.
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Changement de configuration

Deux configurations ¢, et ¢, ont méme forme ssi ®; o ;"

est une isomeétrie
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Déformation d’ une surface

Déformation tangentielle

1 Changeur de configuration

U=Pod,' : wy — w

Po \If(po):p

T L, 0 oV
U Application linéaire tangente associée P _
dpo  Opo
: : Op Op
d Conformation tangentielle G =_——
dpo Opo

O Déformation tangentielle
1
A — 5(@ - ITpOwO)



Déformation d’ une surface

Déformation des courbures

= Opérateur de courbure C, de la configuration initiale : endomorphisme de 1 ,wo

= Opérateur de courbure C de la configuration déeformée : endomorphisme de T,w

==> | Operent dans des espacent différents !

Q Image réciproque de C dans la configuration initiale

~ Op ., Op
C = C
apo 8190

O Tenseur de variation de courbure

~

K=0-Cj
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Théoreme fondamental de la
théorie des surfaces

Théoreme

Pour que la configuration ® ait la méme forme que la configuration P, il est nécessaire et
suffisant que les champs py — A et pg — K soient nuls.
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Application a la théorie des
coques o

4
szwx Ihh [

© : Q — wx]—hh]

¢ — ©O(q) =(pz) ssi q=p+zN

Coque mince == O difféomorphisme

—1
k= Ir,, —2C inversible => ! = <Ipr — zC> = Ip,+ 20+ 22C*+ 2°C° + ...
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Gradient et divergence d’ un
champ de vecteurs

, i , L. L oV o s
Décomposition de | application linéaire tangente 5 associée a
q

q—V =Vip,2) +vs(p,2)N dans T,w @ IRN

% (%_Zt —uC)R %
99 | —
T wos T
- P “ < Two RN
ang

=> DivV = div(k V,) — div(s )V, — v3Tr(Cx™") + =
2

-1
avec K '= (Ipr — zC’) = I +2C+22C?+ 2°C° + ...
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000

Divergence 3D - divergence 2D pour | ss¢
un champ d’ endomorphismes

. Ot Og . o

o= (55 Un) R => Dwo=(a ()
avec
a = div(k o) —div(k™ 1) .oy — Tk IC — Tr(Crk™ )3+%ZS
B = div(k toy) — div(k™ )O’S—I—TT(O'tC/i_l)—TT(/{_lc)Jn—l—%J;

Attention : la divergence d’ un champ d’ endomorphismes est un champ de
formes linéaires

Démonstration : voir support de cours, chapitre 3



IV Les modeles classiques de
coques minces elastiques

e Hypotheses cineématiques et statiques

e Etablissement des équations d’ équilibre 2D de
Novozhilov-Donnell

e Cas particulier des équations de membrane
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Hypotheses de Kirchhoff-Love

Hypotheses cinématiques de
Kirchhoff-Love :

* pas de cisaillement

 pas de compression
suivant I épaisseur

et(V)  es(V)
e(V) =
es(V) en(V)

Décomposition dans T),w & IRN

V=TIV + NNV = V, + vsN @
V. =Vilp,z) w3 = Vs(p,2) en(V) =0
es(V)=0
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Coque mince

v

> 8_q_

hh [

o000
000
) (Y )
oV, OV, bt
8—]) — ’U3C)/€ 82
— 81)3 _ 6’03
ViC+ —)r ' —
! +8p)ﬁ: 0z 1 T.w® IRN
= Cisaillement transverse
(Vo Do
es(V) = 5 (82 + Kk (CV; + 8p))

= Déformation suivant I’ épaisseur
31)3

en(V) = 9.

1
=) K = ([pr — ZC) = Ir,, + 20+ 22C?+23C3% + ...
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Cinematique de Kirchhoff-Love

e (V)=0 == v3=usp)

es(V) =0 — ovi +rk7ICV, = _,{—1%
0z op

Propriétés de |’ opérateul x = I, — 2C

Okt Ovs

0 ov
_ -2 _ Y- _ _,—2Y"s
5 = Ck —> es(V) =0« o (/-@ V}) K o
.
K1+ 20k 2=k2 /> V, = kV(p) — za%”
vz = v3(p)
Vi=Vi(p) +20(p) avec O(p)=—-CVi(p) — @
Cinématique de KL = A = p
en théorie des coques
vz = v3(p)
Vecteur tourbillon
0 Cas particulier des plaques pour C=0 transverse
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Hypothese de contraintes planes

Méme raisonnement qu’ en théorie des plaques

Ot 0

=
00 T,walRN

Expression des contraintes planes

2
T— 3 +';MTT(5t)Ipr + 2uE;

— E (nyr(et)Ipr + (1 — V)et)

1 — 12

Méme contradiction entre les hypotheses cinématiques et de
contraintes planes avec la loi de comportement




(Y X )
Les hypotheses de depart 13
O Hypothéses cinématiques de Kirchhoff-Love
Vi =Vi(p) + 260(p) vy = v3(p)
Dom 1 oV, _ A -
O(p) = ~Clilp) - 5 V) =3 (a—pt"“ e 13—;> ~ vaC”
O Hypothése supplémentaire de coque peu courbée ou peu profonde
k= I, + 20+ O(z%)
=> (V) =%(V)+zp(V)
w(V) = LoV 4+ Wi\ v3C Tenseur de déformation membranaire
2\ Op op

de courbure

1 (0 3 v, EA Tenseur de variation
(V) = 3 <86<p)/<;_1 200 T —t> — 203C"



Les hypotheses de depart

d Hypotheses de contraintes planes
1 3

atzint+§x3mt
AN
= T Ir ., +4
n N2 r(ve) ITw + 4y
AN 4
— Tr(p) I, + =
O R R

U Autre expression équivalente

25
n, = > (yTr(et)Ipr + (1 — V)€t>
2K
my = 3009 (VTr(pt)Ipr + (1 — V),Ot)

Tenseur des contraintes
membranaires

Tenseur des moments
de flexion
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Tenseur de variation de courbure

Tenseur de variation de courbure obtenu (hypothése de KL)

) ) ov, . oV
p(V) = % (6@(]?) KT+ 9(p) +—=C + C—t> — 203C"?

Op op op op
==> Correspond a I’ expression générale du modéle de Koiter

Expression du tenseur de variation de courbure de Koiter en composantes :

Pos(U) = 8aptis — I750yU3 — bybyguis + Dy(bjuy) + by Dy,

==> |ntérét du calcul intrinseque
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Equations de Novozhilov-Donnell

O Hypothéses de Kirchhoff-Love + linéarisation par rapport a C

A —————

Q Approximation de K~ = = I7,dans les équations d’ équilibre 3D

0o —
divoy + 0 =—f, dansw

0z

doy,
divos + Tr(o,C) + (90 = —f3 dansw
2z

Q Intégration des équations d’ équilibre sur I’ épaisseur

Dans le plan tangent ==> h divny, = —p,  dansw



Equations de Novozhilov-Donnell

Q Intégration des équations d’ équilibre sur |’ épaisseur

Multiplication par z et transposition de |’ eq. d’ équilibre dans le plan tangent
+ utilisation de I équation suivant N

h3 div(divmy) + hTr(n,C) = —p3 — divM,

A Equation d’ équilibre de Novozhilov-Donnell

h divn,; = —p,
h3 div(divmg) + hTr(n,C) = —p3 — divM,
A Conditions aux limites
8713
Vi = 0 Vg — a—p =0
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Equations de membrane

O Obtenues pour de trés faibles épaisseurs h

Equations de Novozhilov-Donnell pour h? << h

!

{ h divng, = —D, dans w

hTr(n,C) = —ps dans w

d Conditions aux limites

Vi = 0




Conclusions

Modeles basés sur des hypotheses a priori contradictoires

Domaines de validité des modeles obtenus (Novozhilov-
Donnell, membrane ...) ?

Choix du modele a utiliser en fonction des données du
probléeme ?

Puissance du calcul intrinseque

=> Classification des modeles asymptotiques de structures

minces en fonction de leur domaine de validité

30



