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| Rappels de MMC

Plan du cours

Principe des Puissances Virtuelles

Equations d’équilibre de la MMC en Eulérien

Transport en Lagrangien, équations d’équilibre de I'élasticité non-linéaire
Linéarisation — équations de I'élasticité linéaire classique

Il Equations des plaques de Kirchhoff-Love

Hypotheses cinématiques de Kirchhoff et Love
Loi de comportement en contraintes planes, contradiction avec les hypothéses cinématiques
Equations d’équilibre 2D de KL a partir des équations de I'élasticité 3D linéaire

Il Rappel de géométrie différentielle des surfaces

Paramétrisation d’'une surface (vecteurs tangents et normal, 1ere forme fondamentale ...)

Dérivation d’un champ de vecteurs tangents (symboles de Christoffel, 2éme forme fondamentale,
opérateur de courbure, dérivée covariante ...)

Dérivation d’un champ de vecteur quelconque a support sur une surface

Gradient d’'un champ de vecteurs défini en tout point de la coque - Application a la théorie des
coques



Plan du cours (suite)

IV Les modéles classiques de coques minces élastiqu es
e Hypotheses cinématiques et statiques
e Etablissement des équations d’équilibre 2D de Novozhilov-Donnell et de membrane

V Les méthodes asymptotiques en théorie des structu res minces

e Bibliographie sur l'utilisation des méthodes asymptotiques en théorie des structures
minces : plaques, coques, poutres et poutres voiles

e Classification des modeles asymptotiques de plaques et de cogues minces en
fonction de leur domaine de validité, en partant de I'élasticité 3D non linéaire

e Généralisation de I'approche aux poutres voiles : obtention de quelques modeles
originaux

VI Singularités en théorie des coques minces

e Singularités et couches limites en théorie des coques

e Quelques notions sur les maillages adaptatifs et anisotropes

e Etude des singularités par des techniques de maillage adaptatifs
e Problemes sensitifs pour les coques elliptiques

=—=p Support de cours et articles associés en ligne dersite web de I'école



| Rappels de Mécanique des Milieux Continus

* Principe des Puissances Virtuelles
» Equations d’equilibre des millieux continus en Eida

e Transport en Lagrangien, équations d’'equilibré@asticité
non-linéaire

o Linéarisation — équations de l'élasticite lineailassique



Le Principe des Puissances Virtuelles (PPV)

1) Les puissances virtuelles des efforts s'exercare saitieu
continu sont des formes linéaires continues)gur

2) Ona P,(v*) = (v* Yo* eV  Vw, C

/ TR

Puissance virtuelle des quantités  Puissance virtuelle des  Puissance virtuelle des
d’accélération efforts intérieurs efforts extérieurs

3) Pour tout mouvement virtuel rigidifiant

73@(’0*) = 0, Yv* €V,




Représentation des puissances virtuelles

Pa(v*)—/ py.vidx

Pe(fu*):/ f.v*d:z:+/ g.v*dS
wt Owt

Pi(v*) =0, Yo' €V,

1 (v Ov*
vt eV, = D(v*>§(8€z}+;x)o

Cinématique de solide rigide

v(z) =v(y) + QA (2 —y)

Pi(v*):/ Tr(AD(v"))dx

|

Tenseur symétrique d’ordre 2
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Puissance des efforts intérieursP;(v*) = / Tr(AD(v"))dx

Wt

Onpose A=_-o0

N

Convention de signe de Tenseur des contraintes
Mécanique des solides de Cauchy

)
Pi(v*) = — /w Tr(cD(v*))dz = — /w Tr(a%i)dx

On transforme 'expression P;(v*)
ov*

div(ow*) = divov™ + T
iv(o.v") = divev” + T(U(?a:)

Pi(v*) :/ diva.v*daz—/@ (o.n)v*dS




Equations d’equilibre des milieux continus

P.(v*) = P;(v*) + P.(v*) Yot eV ,Vw, C )

8
/w (py — f- diva)v*daz +/8 (a.n — g).v*ds =0 (E)

Wt

En choisissany* nul saw,

— /<m_f—dm)v*da::0, Yo' €V, Y, C O

g4

divo + f = py dans w; ,Vw; C
En revenant a (&

=) (a.n — g).v*dS =0, W'eV

I

on=g sur Ow;, Yw; C



Equations d’equilibre des milieux continus

dive + f = pvy dans

o.n = g sur 0
Représente les efforts intérieurs Vecteur contrainte

s’exercant au sein du MC

Bilan des équations
3 équations + conservation de la mas%% + div(pv) =0

g4

4 équations pour 10 inconnues (1 ppuyr3 pour v, 6 pouo)

=) Loi de comportement reliaata D(v)

=) Pour un solide élastique, loi de comportement doenée
représentation Lagrangienne




Equations d’équilibre lagrangiennes non linéaires

configuration initiale configuration déformée

u(X): Qo — Q Ox ou
X = z=X+uXx) T F=ax=Itx

(Divo+f = 0 dansQ ( Div(XF) + f
>
4 U = 0 sur 0%y Transport 9 u
des équations
(FY).n

o.n = g sur 0y \

0 dans €
0 sur 0¥

g sur 0¥y
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O Second tenseur de Piola-Kirchhoff (Lagrangien)

S — detF F-loF

O Loi de comportement élastique non linéaire (Saintarg Kirchhoff)

X =A(TrE)I +2uFE

O Tenseur des déformations non linéaires de Green-hggra

1 — 1 Oou  Ou 1 Ou Ou
E_§(FF_[)_§(8X+8X)+28X8X

==> Valable pour

 des @placements ma#iés ou grands
e UNe gométrie non liréaire
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Les équations d’équilibre en H.P.P

Linéarisation pour de petits déplacements : |[u(X}|etd|Gradul|<<1

(Divo+f = 0 dans
I:> { U = 0 sur 0f)y
. on = ¢ sur 0¥

Loi de comportement de Hooke linéaire élastique = A (Tre)l + 2ue

. 1, 0u O L , .
ou e(x)= 5(8—2 + %) . tenseur linéarise des deformations

Les configurations initiales et finales sont mainteémamfondues.
On ne distingue plus x et X que I'on note x

En termes de déeplacementguation de Navier-Lame

(A + p)Grad(Divu) + pAu+ pg =0
12



Il Modeles de plagues minces élastiques

* Le modele linéaire de plaques de Kirchhoff-Love
* Le modele non linéaire de plaques de Von Karman

» Cas particulier des poutres en flexion sans effisanchant

13



Modele de plagues de Kirchhoff-Love

Q=wx]-h/2,h/2[

9a [

= Déformée de la surface moyenne

w(m,0) = mm’ = w(z1,22) + wlzy, z2)es

= Hypothése cinématique de Kirchhoff-Love Y B —

w(M) = MM =u(m,z3) =

X3

u(m, 0) — zzgradw

ug(x1, x2) — x3gradw + w(xy, v2)es
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000
o 000
Conséquences * pas de cisaillement transverse bt
* pas de variation d’épaisseur
= Tenseur linéarisé des déformations:) = L (Gradu + Gradu) = 1( Ou + Ou )
-2 - 2°0M  OM
Décomposition du grandient
gradU; % e €
U = U; 4+ wes |:> GradU = 83 e(u) = (E_ (:)
gradw o S TN/ (e1,e2,e3)
8333 (61,62,63)
» Hypothese cinématique de K. Love
w(M) = u(r1,22) — x3gradw + w(ry, x2)es avec U; = w(x1,x2) — xagradw
1 -
et = er(ur) + x3p(w) avec et = §(gmdut + graduy)
es = 0.
ow w,11 W,12
n=—-——=0 - — = _
¢ 8LE‘3 Pt grad(gradw) <w712 w722>
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000
. : 0000
» Hypothese de contraintes planes 333
o0
s - . e, o
o= (ﬁ Us) + pas d’effort sur les faces supérieure et inférieure
Ts  On/ (e),e9,e3) ﬂ

os =0, =0

» Loi de Hookeo = \T'r(e)l + 2ue

A
A+ 24

contraintes planesr, =0 =) ¢, =— T'r(et)

Hypothese de contraintes plane en contradiction Bwgmothese cinématiqt e, =0

» Loi de comportement en contraintes planes

or = NIr(e)lo + 2uey = NT'r(eg)lo + 2ues + Aep Io
2\
T 2
A+ 20 rlen) + 2ne
E

S 0t =13 (VT?“(ét)IQ + (1 — V)8t> 16




000
Loi de comportement en contraintes planes | seses
sss
o
1 3
Ot = 57% + 533377115
AN :
avec m = 2MT r(es) o + 4pies Tenseur des contraintes
membranaires
2F
= T (yTT(et)Ig + (1 — V)et)
_ 2
= 3(A+2 )Tr(pt)j2 e Tenseur des moments

de flexion
2F

- (vTr(p)T + (1= v)p

Attention aux coefficients de la loi de comporteinen
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Dive = —f dans €2

= Equations d’équilibre tridimensionnelle

o.n = g% pour x3 = th/2

Ot Og

0s Op

= Décomposition suivant la surface moyenne et la nler o = <

(61 ,€2 763)

Equations dans le plan tangent

h/2 h/2
/ divoidrs + {03} =0
0o, —h/2 —~h/2

divoy + = 0 dans w
Intégration sur
I'épaisseur + CL

8x3
O = 0 pour x3 = +h/2

Equation suivant la normale

divos + % — _f;  dansw Equation de membrane
3
n = +gf = +h/2 h
o 93 pour x3 / 5 div(n;) = 0 dans w
Ut = 0 sur dw
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(YY)
O Equation dans le plan tangent ::::
000
o0
divoy + 9as = 0 dans w o
(9333
O = 0 pour x3 = +h/2

Multiplication par %+ divergence + intégration sur
I'épaisseur

h/2 h/2 3 h/2 o
/ xsdiv(div ny)drs +/ —x%dz’v(dz’v me)drs +/ r3div(=—)dr3 = 0
—h/2 —h/2 2 ~h/2 O3

U Equation suivant la normale

0
divos + DI _ —f3 dans w
6333
On = :I:g3i pour x3 = £h/2
h/2 do h/2 )
radiv(—)dry = / r3— (divog)dx
—> /_h/2 sdiv(Z =) das " i )daxs

h/2 h/2 h/2 h/2
= [xgdiv as] — / div ogdxs = fadxrs + [an}
—h/2 —h/2 —h/2 —h/2

h/2
= fadzs + (g5 +95)

~h/2 19



Equation de flexion des plaques de K.Love

fh3

w

\

< div(divimy)

o
v

—p3  dans w

0

sur Ow

Propriétés de calcul tensoriel

e div(aly) = grad(a)

h/2
p3 = / f3dzs + g3 + 95
—h)2

Résultante des efforts sur I'épaisseur

e T'r(grad(grada)) = div(grad o) = Aa pour tout champ scalaire «

e div(gradu) = Au pour tout champ de vecteurs u.

e A(grada) = grad(Aca) pour tout champ scalaire a.

8

div(div my) = —

2F
3(1 —v?)
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000
Equation de flexion des plagues de Kirchhoff-Love EEE:
o0
r 2 Eh? °
D A“w =p3 dans w D:12(1—1/2)
) ow e, s _
w= o= 0 sur Ow Rigidité a la flexion
\ 1

O Découplage des équations de membrane et de fleaimld modele
de Kirchhoff-Love

Plague chargée uniqguement en flexic ft = g: = 0

: p3 # 0
Equation de membrane

h
{ > div(ng) = 0  dansw = w=0 et w#0
Ut = 0 sur dw T

m £ Contradiction apparente !!
Ut # 0

/74
\\
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Equation de flexion des plagues de Kirchhoff-Love

(D A*w =py dansw

9,
w:—w:O sur ow

\ ov

D =

Eh3

12(1 — 12)

Rigidité a la flexion

» Equation valable en HPP : petites déflexions de ok 1/100"¢épaisseur

e Si déflexion w importantes, il faut utiliser un moel@lon linéaire

Pont de Tacoma
USA, 1940
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Modele non linéaire de Von Karman

O Valable pour des déplacements modéres : quelques&oasdseur

4 Couple la déflexion au déplacement tangentiel u

h
B div(ng) =0 dans w

D A%w — hdiv(n; grad w) = p3 dans w

= Déformation non linéaire

X Couplage
E; = §(g7°adut + gradu; + gradw gradw) membrane/flexion

» Découplage dans le cas des plaques non lineaires peanted

D A*w — hdiv(Ny grad w) = ps

23



Cas particulier des poutres en flexion sans
effort tranchant

lAZ,W l
N S s—
z grad w
Kirchhoff-Love
2,

Rigidité a la flexion D D Afw = ps
2D l
s , d*w

Rigidité a la flexion El E] = ps
1D dax?
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