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Poutre = objet tridim. elancé (1 grande dim. et 2 petites)

(. :
\ \
Modele simplifie : milieu de Cosserat curviligne
. %_X Description Lagrangienne du mouvement.
s — (a(8)R(), m-E=1
X(S) n -
v Description Eulerienne. Champ de distribu-
t =& teur sur config. actuelle ligne moyenne.
(s)
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Milieu continu 3D

Poutre

Transformation

Description eulerienne

Déformation Lagrangienne

Déplacement

Hyp. transform. infinit.

Déplacement linéarise

Déformation linéarisée

Contrainte Eulerienne

Equilibre

Contrainte Lagrangienne
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Problématique de la loi de comportement elastique

Loi hypo-élastique : |R, M| = F(E) Loi hyper-élastique : |R, M| = g;é( )
diR
RM]=[R-RR M, E=(EW), E=R j—g—z W W =R =

Linéarisation sous I'hyp. de la déformation infinitésimale : |E| <« 1, D|W| <1,

(20) = (W)

Prise en compte de liaisons internes.
e Navier-Bernoulli : les sections restent orthogonales a la ligne moyenne

EANT =0, (RM)=A(EW)+ (n,0), avecnarbitrairetq n-T = 0.

e Navier-Bernoulli inextensible :
E=0, (RM)=AEW)+(n,0), avecn arbitraire.

Exemple classique : loi standard inextensible. W=WT)T+W,

E=0, M=u(W-T)T+EL[-W,, ou: /‘G_m}z_—Gm@)Gm
L= | |Gm|" L
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Dynamique non-linéaire d’une poutre : equations de Kirchhoff

e FEquation du mouvement :
_E(L) ) M(L):| — |:EL7 QL:|7

o oM (. o
057 05 <T+%>AE

(

+ {EO, QO} = {ﬁoz Z Q4+

) I‘Q
=)
N,

P
-

e Loide comportement élastique linéarisée :

()= )

e Conditions cinématiques :
((0), B(0) — 1) = (g, B, - 1),

(4 . 0L _1p 98 _ou _9E
E-(-1)r+ e Wl v-% 9-" g
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Instabilités : I'exemple archétypal du flambage d’Euler

Equilibre en rotation finie :

d? F 4
Ia l , @9(.@') + -7 sin O(x) =0,
| d
6(0) =0 —6() =0
\ 0)=0. ()
|
: l Transformation infinitésimale autour
d’un état précontraint rectiligne : o(x)
d? F
Y I A ; @9(33) + Ee(fb) = 0,
G 0(0) = 0 d (1) = 0
- dx -
Les solutions non-triviales correspondantes sont les modes de bifurcation :
2
El F T X
F— (9 127T N _ e A _ e . Tt
(2n+1) PP (n € N), 0(x) =C sm( EI:L‘) C sm((2n+1)2 l)
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Analyse de stabilite de la configuration rectiligne

Equilibre linéarisé autour de I'état précontraint : formulation faible.

Vw(z) tel que w(0) =0,

[ [
/()Elé(x)w(x)dx— F/ O(r)w(x)de =0.

N J A\ J
TV TV

Kg(0,w) FKgéomwaW)
rigidité élastique rigidité geometrique

Dynamique linéarisée autour de I'état précontraint (avec 6 = @) :

po Uy + L1 W, + F =0
)

PO ﬂy + (Kél + F Kgéom) Uy =0
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Inventaire des mécanismes de destabilisation

Dynamique en TIEP : Po U+ (Kg + Kgéom(F)) -1 = 0.
Recherche de sol. a variables séparées u(S,t) = q(t) u*(.5)

G(t) + AM(F)q(t) =0

Stabilité <=  ANF)eRT

k) I
AMF)eC » MNF)eC I
D
2 2 2 |
“o W1 Wy wg w% w% D
L L4 L @ L ®
= —>
Y
Point critique Flottement Bifurcation de Hopf
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En résume : trois types d’instabilites,...

Flottement

..., un seul outil d’analyse : les équations du cadre TIEP

Patrick BALLARD Theorie des poutres : 3D — 1D




Théorie des poutres et élasticité tridimensionnelle
Théorie des poutres : pari (osé !) sur la cinématique.
— Probléematiques

e de nature théorique : cohérence de la théorie des poutres et MMC 3D. Justifica-
tion du pari a partir de I'élasticité 3D.

e de nature pratique : la loi de comportement élastique dépend de la géométrie de
la section. Il faut donc une méthode systématique pour la calculer a partir de la
connaissance de la géométrie et du matériau constitutif.

Rappel : la loi de comportement standard inextensible.

W=W-T)T+W,
E=0, M=up/(W-T)T+FEL[-W,, ou:

[:/’G_m’2_—Gm®Gm
L s =

necessité d’examiner comment se comportent (asymptotiquement)
les solutions de I’élasticité 3D dans un cylindre

quand I’élancement tend vers l’infini
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Cas particulier (essentiel) des théories linéarisees (HPP)

Elastostatique HPP des cylindres sollicités exclusivement en leurs
sections extrémes

matériau homogene isotrope £, v . % l‘

[ / 5

/QZ/ZZ/?JZZO, 13/2/22, [Z:/y2 . \ v
S S S S S - P

Principe de de Saint-Venant

On se donne le torseur des efforts surf. sur Sy.

d’aprées J. SALENCON.
T = F:UQQ; + Fyﬁy + FZQ,Z 3 Cxﬁx + Oyﬁy + CZQZ
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Traction-compression simple

force tot. F Hnl

Contrainte homogene et uniaxiale et déplacement
affine des coordonnées :

F./IS| 0 0
o= 0 0 0],
0 0 O
Fy
E|8|"”\

VF, Ly p L
1 r z
vF, N

IS
I

\"75)7)  déplacement rigidifiant
infinitésimal arbitraire

Effet « Poisson ».
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Flexion pure & flexion circulaire

0(x) - compression
«
N A
g 0 0 0l .
0 0 0 | “f-- axe neutre
traction <~
( C. c,
s o) == (et e
= i vV — 2 —
Y7 28T, Y £, ! ’
v Cs Cy {2 2 2}
\ B " 2mr, 1 4 Z))
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Torsion et gauchissement des sections

(Y, 2)
2(1+v)C 2(1+v)C 2(1+v)C
U= = = | -2z =57 xxﬁa:/\(ygy—i_'z@zl"'—\ 7 xtb(y,Z)Qgi,
LY rotation infinitésimale des sections gauchissement

ou la fonction de gauchissement v (y,z) est
I'unique (a une constante additive arbitraire pres)
solution du probleme de Neumann :

AQTP(C%Z) = 0, dans S,
Viy-n = zny—yn, suroS,

et I'inertie de torsion J est le réel ( > 0) défini a
partir de la solution ) du probleme de Neumann

o
par e
oY oY
_ 2 | 2 .
/= /5 R oy
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Flexion simple <« flexion par effort tranchant

Cas ou la section est un disque de rayon R

1 e
[ Sme—2L)+mye) ) ) |
U = Fy 5132 1% 2 9 J . iy
YT -t - Le-n@ - A | - \
K —v(x — L)yz ) i
/\y

ou la fonction de gauchissement 7;(y, z) est I'uni-
que (a une constante additive pres) solution du
probleme de Neumann :

Aom (y, z) = —2y, ds S,

y2—z2
Vn-n = u{ 5 ny+yznz}, sur 08,

qui est, ici, donnée explicitement par :

(v 3\ 2 1, o 3
m(y,z) = <2+4)R Y 4(yz + 7).
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Couplage entre flexion simple et torsion

Cas ou la section est de géometrie quelconque
On considére le cas : T = |[Fye, + Fee,, Cre,).
Résolvant les deux problemes de Neumann :

Aom (y, z) = —2y2, 2 ds S,

Aoma(y,z) = —2z, ds S,
2.2
Vno-n = V{yzny — %nz}, sur 0S8,

on introduit le centre de cisaillement (' :
1 / Yy O O
1% + Y=
S

YO o0+ ), > Yo: " Toy
e 1L /Vy22+23_ om , Om
CTor L JsTT 2 Yo: T Ty
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Expression complete de la solution de SAINT-VENANT

Iy Fy [xy 2(1 +v)zol,
wlops) = gt | e - 20+ ml ) + 2
-+E@[203 2L) 4+ n2(y, 2) ¥ (y, 2)

7 w(y’z)JrE—Iym_Elz

vy N F, 2(1 4+ v)ycly -
E81Y T L 7

72 v N zo s,
L Ly [—(3L—az)+§(L—x)(y2—22)—2(1+ Jzcl :cz]

LY,

uy(T,y,2) = [V(L —x)yz +

I, 6 J

T B YT ELY T 3EL

2(1 1
( +V)ZC ny]

(513’2-|-Vy2—1/2’2),

uz(xayvz) - z+ [V(L_x)yz_‘_
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Solution de SAINT-VENANT adimensionnalisée

Ug s Fp _ F, [ N 20+ )zl -, ]
A — T+ —le°—=(x —2)+e J2)F e = ) 2
7 P23 T 5 (T —2)+ei(y,2) 7 (9, 2)
F. [ 3d%, o 2040y ]
—le"—(x —2)+ e ,Z) — € = , 2
ELQIJ 5 (T —=2) +einy,2) y (5, 2)
204+ v)Cp ~ . C C
2 x 3 Y == 3 2 ~~
+e = JZ) e ——=—xz — € — XY,
EL3J V%) EL3I, b3
Uy vhy F { 2 ~ N\~ 22(1"'_7/)@ij~~]
—Z = ¢ — 1 + —le“v(l —x)yz + e = Tz
L EL?|S| ELQIy ( )7 J
F i’ v 201+ )21 }
Y 4 - 2 N 2 Clz ..
+ —le— 3 —x)+e"=(1l—2x — —e = Tz
|56 - 3) + 50— 2) - ) -
2(1 C C C
— 3 ( +V2 wis%—e2y—y~@2+62 . (62562+V3~/2—V22),
EL3J EL3I, 2E L3I,
UZ VFZC - Fy [2 N 22(1"‘”)20} ~~]
£ = ¢ — z + —le“v(l —x)yz + € ~ X
L FL2S|  FL2IL, ( )9 J /

Patrick BALLARD

Théorie des poutres : 3D — 1D



Analyse asymptotique de la solution de SAINT-VENANT

2 2 2 2

T {2<1 e E(%‘—?L) , ””&]@y* [_%_QL) 3 CZ] }

, 2
Conséquences. A {yﬁy + Zﬁz} +0(e7).
1. u(z,y,2) =u(x)+0(x) A{ye, +ze, }. C'est (asymptotiquement) une cinématique
(linéarisée) de milieu de Cosserat curviligne.

2. B~ g’+ngQ = (. La solution respecte (asymptotiquement) les liaisons internes
de Navier-Bernoulli et d’'inextensibilité.

3. Cest la solution du probléme d’équilibre en théorie des poutres si et seulement
si la loi de comportement adoptée est la loi standard inextensible (calcul de J ?).

U +e,N0=0, M(x)=pJb,e,+FEL-0,

Cela justifie le passage 3D—1D, et permet le passage 1.D—3D.
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Cas héterogene et/ou anisotrope

Adimensionalisation, puis
recherche d’'un développement asymptotique formel :

1
Zg(fi:,@f)—emu@(x 7,2) + ™ ul(2,5,2) +

, em_2ﬂz(a~j7§7’%) T
Résultats.
1. m = 4. :

2. La somme des termes en e” et e’ s'écrit u(xz,y,z) = u(z) + 6(z) A {ye, + ze, }.
C’est (asymptotiguement) une cinématique (linéarisée) de mllleu de Cosserat
curviligne.

3. E ~u+e, N0 = 0. La solution respecte (asymptotiquement) les liaisons internes
de Navier-Bernoulli et d’inextensibilité.

4. C’est la solution du probleme d’équilibre en théorie des poutres si et seulement

si la loi de comportement adoptée est :
U +e,N0=0,  M(x)=B-0(z),

ou les 6 coefficients de la matrice symétrique 5 s’identifie a partir de la solution
d’'un probleme d’élasticité linéarisé 2D posé sur la section hétérogene.
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Catalogue d’idées fausses

1. Procédure « simple » de calcul de la loi de comportement poutre.

u=71(x)+0(z) A {ye, + z¢. } [E,M}: [/g-gx, /S(ye tze) Ao e
3 T

e = §(Yu+'Vu) — o= Mrel+2ue

Ce n’est que I'équivalent de la borne de Voigt pour les poutres !

2. Dans les cas d’élancement modéré, il « serait souhaitable » de relacher la liai-
son interne de Navier-Bernoulli. Le module d’élasticité associé a l'inclinaison
de la section par rapport a la ligne moyenne est alors a calculer suivant 1. On
trouverait que ce module est ;/|S|.

Lanalyse asymptotique qui précede montre que c’est une absurdité !
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Cohérence des théories non-lineaires 3D et 1D ?

Fait n® 1. Un cylindre (3D) élastique homogene isotrope incompressible sollicité en
compression simple a un mode de bifurcation en torsion si et seulement si il n’est pas
de révolution. )

Une torsion infinitésimale d’amplitude arbitraire est autorisée par les équations d’équi-
libre 3D linéarisées autour de I'état précontraint (TIEP 3D) de compression simple.

Fait n® 2. En théorie des poutres, une tige rectiligne sollicitée en compression simple
ne flambe pas en torsion (en flexion, oui, mais pas en torsion !)

)
Les équations de poutres linéarisées autour de I'état précontraint (TIEP 1D) de com-
pression simple, n"admettent pas de solutions de torsion (de flexion, oui, mais pas de
torsion !)

Morale de l'histoire
Canalyse asymptotique de TIEP 3D ne donne pas TIEP 1D.
ou
Le passage 3D — 1D efface certaines bifurcations.
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